Esercizio 1 Sia k € N con k > 0. Per ogni n € N con n > 0 si defisca f(n) ponendo
f)y=k—-1, k-fn—1)+k—1 se n>1.
Si dimostri, ragionando per induzione su n, che f(n) = k™ — 1.

Base dell’induzione: k — 1= f(1) = k! — 1.
Passo induttivo: f(n) =k-f(n—1)+k—1=k(k" ' - 1)+k—-1=k"—k+k—-1=k"—1.

Esercizio 2 Sia A = {f : [0,1] — [0,1]} I’ insieme delle funzioni di [0, 1] su [0, 1] (ove [0, 1] =
{zr e R|0 <z <1}). In Asi definisca un ordinamento parziale ponendo f < g se e solose f(z) < g(x)
per ogni z € [0, 1].

e Si provi che (A, <) & un reticolo.

o I reticolo (A, <) e limitato inferiormente?

o 1] reticolo (A, <) e limitato superiormente?

e A & un reticolo, infatti presi due elementi f, g € A risulta:

(f Vg)(x) = max{f(z),g(x)} e (fAg)(x)=min{f(z) g(z)}.

e il reticolo A ¢ limitato sia superiormente che inferiormente; & sufficiente definire gli elementi 1 e
0 appartenenti a A (con ovvio significato dei simboli) ponendo:

1:00,1] - [0,1] z+—1 e 0:]0,1] —[0,1] 2+~ 0.

Esercizio 3 Sia G = (V, L) un albero con 4 vertici di grado 3, 5 vertici di grado 4 e nessun vertice
di grado 2 o maggiore di 4. Dire quanti vertici di grado 1 possiede G.

Essendo G un grafo si deve avere |V| = |L| — 1 ovvero |L| = |[V|+ 1. Del resto se con d(v) si denota
il grado di un vertice v € V risulta 2|L| = ) .y, d(v). Allora, detto k il numero di vertici di grado 1
deve risultare:
Nr+4+5+1)=2L|=2+3-4+5-4

da cui 2x 4+ 18 = x + 32 e quindi x = 14.

Esercizio 4 Sia (G, *,1) un gruppo. Dati due elementi g,h di G si ponga g ~ h se esiste un
elemento z € G tale che g = 27" x h x .
Si provi che la relazione ~ ¢ un’ equivalenza in G.

(R) perognig € Gsihag=1"1%gx*1equindi g~ g;

(S) se g ~ h allora esiste x con g = 7! * h * x da cui si ricava h = x * g * 2! e dunque h ~ g.

T) supponiamo g ~ h e h ~ k; allora esistono z,y € Gcon g =2 'shsxzxeh =y ' xkxy da cui
g Yy g Yy Yy

g:xfl*(yfl*k*y)*z:(mfl*yfl)*k;*(y*x):(y*gg)*l*k;*(y*x)

e quindi g ~ k.



