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Relazioni ed applicazioni
Esercizio 1 Sia A un insieme ed S, T due relazioni su A. Definiamo
SNT ={(z,y) e AxA| (z,y) €S e(x,y) €T}
SUT ={(z,y) e Ax A | (z,y) €S o (z,y) € T}
St ={(z,y) e Ax A (y,x) € S}
Dimostrare che
a) (SNT)t=85"1nT"!
b) (SUT)t=85"tuT!

Soluzione
a)
(SNT)~' ={(z,y) e Ax A (y,2) € (SNT)}
={(z,y) e Ax A| (y,z) € Se(yz)eT}
={(z,y) e AxA|(y,x) e Stn{(z,y) e Ax Al (y,x) €T}
=S tnr!
b)

(SUT) ' ={(z,y) € Ax A| (y,x) € (SUT)}

{(z,y) e Ax A| (y,x) € So (yz)eT}

={(z,y) e Ax Al (y,x) e S}U{(z,y) e Ax A (y,2) €T}
=S tur

Esercizio 2 Sia f: X x X — X tale che

f(z,y) = f(y,x) (commutativita)
flz, fly,2)) = f(f(x,y), 2) (associativita)
f(z,x2) = (idempotenza)

Sia o una relazione cosi definita: xoy sse x = f(x,y). Dimostrare che



a) o & una relazione di equivalenza

b) per ogni z,y € X : f(z,y)or e f(x,y)oy

c) se zpx e zpy allora zof(x,y)
Soluzione

a) Riflessivita di

I:f(l’,.’E)

Transitivita di o
Assumiamo

Antisimmetria di g
Assumiamo

Lz = f(z,y)

fla,y) = F(f(z,9),9)?

f(f(z,y),y) = f(z, fy
= f(x,y)

2Y))

(idempotenza di f)

(ipotesi 1

)
(ipotesi 2)
(associativita di f)

)

(ipotesi 1

(ipotesi 1)

(ipotesi 2)
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(ipotesi 2)

(associativita di f
f
f

(idempotenza di f

(commutativita di
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¢) Assumiamo

1. z= f(z,x)
2. z= f(z,y)
z=f(z,9) (ipotesi 2)
= f(f(z2),y) (ipotesi 1)
= f(z, f(z,y)) (associativita di f)

Esercizio 3 Sia f: S — T suriettiva. Dimostrare che
VV,WCT siha: f<(V)C f~ (W) sse VCW

Soluzione

(=) Assumiamo f<(V) C f~(W). Siav e V.

ds € S.(v = f(s)) (suriettivita di f)
se f=(V) (def di f)

se f=(W) (= (V) € F=(w))
f(s)ew (def di f)

veWw

(<) Assumiamo V C W. Sia s e f— (V).

JeViis=f(v) (defdi f~(V))
veEW (V.Cw)
s€ f=(W)

Esercizio 4 Sia f: S — T. Dimostrare che
se f & indettiva allora ¥V V,W C S si ha: f(VNW) = f(V)n f(W)

Soluzione
(Q) Siaye f(VNW).
dJx e (VNW).(f(x) =vy) (def di f(VNW))

)

y=f(z)ef(V) (zeV)

y=f(z) e f(W) (z e W)

ye f(V)nfw)

(2) Siaye f(V)n f(W).

Jr e Vi(y = f(z)) (def di f(V))
dz e Wy = f(2)) (def di f(W))
y = f(x) = f(z) implica = z (iniettivita di f)

ze(VNW)
y=[f(z)e f(VNW)

Esercizio 5 Sia f : A — A. Consideriamo la funzione f : P(A) — P(A) cosi
definita: f*(X)={f(z) | x € X}. Si dimostri che
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a) [ ¢&iniettiva sse f* ¢ iniettiva

b) f & suriettiva sse f* & suriettiva

c) YV f,g funzioni da A in A : (fog)* = f*og*

Soluzione

a) (=) Assumiamo f iniettiva. Dimostriamo f*(X) = f*(Y) = X =Y.

Sia x € X.
fl)ye (X))
f(x) e f*(Y) (per 'ipotesi)
reY (def di f*(Y))

SiayeY.
fy)e )
f(y) € f*(X) (per I'ipotesi)

yeX (def di f*(X))
(<) Assumiamo f* iniettiva. Dimostriamo f(z) = f(y) = « = y. Siano
z,y € A.
fr(x) = f(x) (def di f*)
I ) =1 (def di f)
fflo)=f*y)=z=y (iniettivita di f*)
r=1y

b) (=) Assumiamo f suriettiva. Dimostriamo VY € P(A4).3X € P(A).(f*(X) =
Y). SiaY € P(A).

VyeYdr e A(f(z) =y) (f iniettiva)
X=Uyey{z e Al fl@) =y} =)
ff(X)=Y
(<) Assumiamo f* suriettiva. Dimostriamo Vy € A.3z € A.(f(z) = y).
Sia y € A.
y € P(4)
IX C A.({y} = (X)) (f* suriettiva)
(X)) ={y} #0
dx e A.(f(x) =v).
o)
(09" (X) = f*(g"(X))
={f(y) lyeg(X)})
={f(y) |y=g(X),z € X})
={/f(9(z)) [z € X}
= (fog)"(X)



