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Classi resto

Esercizio 1. Si dica
a) quanti e quali elementi ha Uinsieme 7/ =
b) quanti e quali elementi ha Uinsieme 7] =,
Soluzione

2) Z/ =o={lal=, | a € Z} = {{z} | z € Z}.
Z] = & equipotente a Z ma non & uguale ad esso.

b) Z) =1={lal=, | a € 2} = {[0]=,} = {Z}.

7Z/ =1 non ¢ uguale a Z e ha cardinalita 1.

Esercizio 2. Siano n > 1 e k numeri interi fissati. Si consideri l’applicazione
f:Z) =,— 7/ =, definita da f([a]) = [ka] per ogni a € Z. Si dimostri che

a) Uapplicazione f & ben definita, cioé che se a,b € Z e [a] = [b], allora

f(lal) = [ka] = [kb] = f([b])
b) f ¢ iniettiva sse n e k sono primi tra loro
c) [ é suriettiva sse lequazione kx =,, b ha una soluzione in Z per ogni b € Z

d) lequazione kx =, b ha una soluzione in Z per ogni b € Z sse n e k sono
primi tra loro

Soluzione

a) Assumiamo [a] = [b].
a=,b
ng=(a—0>)
n(kq) = ka — kb
ka =, kb
ka] = [0

b) (=) Assumiamo f iniettiva. Supponiamo, per assurdo, che MCD(n, k) #
1. Allora3g€Z.(q|n A q¢|k AN g>1),dacuizg=neyqg=k. Si



noti inoltre che dovra valere che n, k > 1. Dimostriamo che f non &

iniettiva. Siano a,b € Z tali che [ka] = [kb].

n | k(a —b)

xq | yg(a —b) (con y ed z primi tra loro)
xqty (zty e qfy perché ¢ = (n,k))
zq | g(a —D)

x| (a—10) (con 0 <z <n)

Consideriamo allora [z] e [0]. Nonostante [x] # [0], vediamo che
f([z]) = [kx] = [0] = £([0]) perché n | k(xz — 0) dato che zq | yqz.

(<) Assumiamo n e k primi tra loro. Siano [a], [b]

€ Z) =, tali che

[ka] = [kb]. Allora n | k(a —b). Ma n 1 k, quindi deve essere

n | (a—b). Quindi [a] = [b].

¢) (=) Assumiamo f suriettiva. Sia b € Z.

al €Z/ =, (b€ [a]) (la relazione =,, partiziona Z)

Ja€Z.(n| (b—a))
n | (a—b)
z]) € Z/ =, ([a] = [kx]) (f suriettiva)

n| (a—kx)
n| (kx —a)
n| (kx —a)+ (a—10)
n| (kx —b)

Quindi dato un qualsiasi b € Z, esiste una soluzione z € Z per

I'equazione data.

(<) Assumiamo che I'equazione kx =, b ha una soluzione in Z per ogni

beZ.
Vb€ Z.3x € Z.([kx] = b)
Vbl € Z) =, Tz € Z.([kx] = b)
Vbl € Z) =, 3z] € Z) =, .(f([z]) =)

(per ipotesi)

d) (=) Assumiamo che 'equazione kx =, b ha una soluzione in Z per ogni

belZ
Vbe Z3x € Z.(n| kx —b)

VbeZ3x € Z.(n|b—kx)
VbeZ.3x,q € Z.(nqg =b— kx)
Vb e Z.3x,q € Z.(ng+ kx =b)

Quindi, in particolare, I’enunciato sara vero per b = 1. Cosi otteni-
amo che 3x,q € Z.(ng + kx = 1). Per il Corollario 4.5 a pag 30 del

Facchini, si ha che MCD(n, k) = 1.

(<) Assumiamo che n e k siano primi tra loro. Per il Corollario 4.5 a pag
30 del Facchini, si ha che 3o, 8 € Z.(an+ Sk = 1). Sia b € Z. Allora

anb+ Bkb =15
(ab)n+ (Bb)k =b
(ab)n =b— (Bb)k

Quindi esiste z = (8b) tale che n | (b — kz).



Esercizio 3. Sia n > 1 un numero intero fissato. Si consideri l’applicazione
f:Z — 7 definita, per ogni x € Z, da f(x) ="resto della divisione di x per n”.
Si dimostri che:

a) la relazione ~y associata all’applicazione r é la congruenza modulo n (=)
b) sey € {0,1,---,n—1}, allora f~1(y) = [y]=,, -

Soluzione Ricordiamo che se si dividono = e y per n si ha che x = gn + r,
y=q¢n+r,0<r<ne0<r <n peropportuni ¢,r,¢', 7’ € Z.

a) Dobbiamo dimostrare che per ogni x,y € Z, x ~f y sse =, .

(=) Assumiamo x ~; y. Allora

r_y=(gntr)—(@n+r)=(g—q)n

Quindi = =, .

(<) Assumiamo = =, y. Siano r(z) =r e r(y) = r'. Allora

(x—y)=(m+7r)—(dn+r)=(g—-¢)n+(r—1')
nl(qg—q)m+(r—r1")
n{(q—q’)n

Poiché 0 <r <nel0<7 <n,siha —n <r—7r" < n Quindi
!
r—r' =0.

b) Siay € {0,1,--- ,n—1}.

i y) ={zeZ]|f(z)=y}
={ze€Zlxz=ng+vy,q €}
={xe€eZ|x—y=nqq€el}
={z€Z|n]|(z-y)}
={zeZlz=,y)}
= [yl=.



