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’ D’ora in poi considereremo calcoli di sequenti in cui la regola di scambio é implicita.

In pratica, quando scriviamo I' - A intendiamo che I' e A sono sequenze non ordinate di formule ben formate
(anche vuote).

Definizione. Una derivazione che non contiene alcuna applicazione della regola di taglio si dice ‘cut-free.’

Proposizione 1. Se il sequente I' = A A B ¢ derivabile in LJ con una derivazione cut-free, allora anche 1
sequenti ' A e '+ B sono derivabili in LJ con derivazioni cut-free.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla struttura della derivazione cut-free del sequente.

Base dell’induzione. La prova cut-free del sequente I' - A A B & una derivazione di altezza 0. Abbiamo
tre casi. Il sequente puo essere stato derivato con una istanza della identita o una istanza degli assiomi per
Tel.

(i) Se il sequente I' = A A B & derivato per identita, allora I' = A A B e la derivazione é:

ANBLANB

Ma allora, possiamo semplicemente costruire queste due nuove derivazioni:

Brp
ANBEA

AL A

Arpra i

A-rifl
che derivano I' - A e T' + B senza usare tagli.
(i) Se il sequente I' = A A B & derivato per L-az, allora ' =T", | e la derivazione &:

T lrAAB — ™

Ma allora, possiamo semplicemente costruire queste due nuove derivazioni:

I 1rA+- ™ 1rp ™

che derivano I' - A e I' - B senza usare tagli.

(#ii) Tl caso di T-azx non & possibile. Infatti, gli unici sequenti derivati come istanza di T-az sono del tipo
Y F T, eil sequente I' H A A B non ¢ tra questi.

Passo induttivo. Consideriamo un naturale n maggiore di 0. Dobbiamo assumere che la proposizione sia
verificata per tutti i sequenti che hanno una derivazione di altezza minore o uguale a n e provare che essa
vale anche per i sequenti con una derivazione di altezza n + 1. Formalmente assumiamo

Ip. induttiva: Se ¥+ C A D é derivabile in LJ con una derivazione cut-free lunga al piu n,
allora anche X+ C e X+ D sono derivabili in LJ con derivazioni cut-free. (1)

Sia ora I' = A derivabile in LJ con una derivazione cut-free I di altezza n + 1. Dobbiamo distinguere vari
casi a seconda dell’ultima regola applicata nella derivazione II.
Facciamo intanto due semplici osservazioni:



e L’ultima regola applicata non puo essere un taglio (II & cut-free!).

e L’ultima regola applicata non puo essere una di queste: V-rifi, —-form, —-form. Il motivo & che nella
conclusione non comparirebbe una formula come A A B a destra del sequente.

Ora non ci resta che verificare tutti gli altri casi.
(i) Se l'ultima regola cha compare in II & una istanza di A-form, allora la derivazione II &

1 o
'HA T'FB
'AAB

con IT" e IT” cut-free (perché II 1o ¢). Ma allora possiamo direttamente concludere che T'H A e T' F B possono
essere derivati senza usare tagli (II' ¢ una derivazione cut-free per I' = A, II” & una derivazione cut-free per
'+ B).
(i) Se 'ultima regola cha compare in II & una istanza di — -rifl, allora ' =TV, E — F e la derivazione II &
H/ H/I
I'+E T/, FFAAB
I'E—-FFAAB

con IT' e TII” cut-free e di altezza al pili n. In particolare II” & una derivazione cut-free per di altezza al pilt n
per IV, '+ A A B. Posso quindi applicare I'ipotesi induttiva sia su II’ che su II” per concludere che esistono
due derivazioni II{ e II§ cut-free e tali che
my Iy
' FrA I'.FFB

Ma allora posso combinare le derivazioni e ottengo:

I 1y il 115
I'FE T',FFA I'FE T',FFB
I'E—-FFA I'"E—-FFB

ovvero I' - A e T' F B sono derivabili senza usare tagli, come volevasi.
(#ii) Se I'ultima regola cha compare in IT & una istanza di V-form, allora ' =I", E V F' e la derivazione II &

H/ H//
I'EFAANB T'.Fr AANB
I"EVFFAAB

con IT" e TI” cut-free e di altezza al pitt n. Posso quindi applicare I'ipotesi induttiva, ovvero la proprieta (?7),
per dire che esistono quattro derivazioni IIj e II5, TI7 e I cut-free e tali che

1T} 11, Iy Iy
I'Er A I",E+B IMFFA I F+B
Posso ancora combinare le derivazioni e ottenere:
1T} my 1T} my
I'EFA TV, FFA I' ErB TI'.FFB
IMEVFFA I' EVvVF+B

ovvero ', EVFF AeI',EV FF B sono derivabili senza usare tagli, come volevasi.

(i) ... Vi lascio da verificare i restanti casi: le regole strutturali, A-rifl e —-rifl (lattenzione!! in questo
ultimo caso non serve utilizzare 'ipotesi induttiva, basta semplicemente “modificare” la prova...)

Dopo aver verificato tutti gli altri casi, il principio di induzione ci permette di affermare che la proposizione
vale. O



Un esercizio consigliato e il seguente.

Proposizione 2. Sia '+ A un sequente le cui formule sono tutte costruite usando solo i connettivi V e A.
Se tale sequente ¢ derivabile in LJ, allora T é non vuoto.



