Process di Markov di nascita e morte

classe di p.s. Markoviani con
* gpazio degli stati E=N
* vincoli sulle transizioni

soluzione esprimibile in forma chiusa

stato kl N

transizioni
k ® k+1 nascita
k ® k-1 morte

* p. nascita e morte atempo
discreto {Xn|nl T}
matrice delle probabilita di transizione
P = [pij] ILjI N tridiagonale
pijlo, sej=i+1, 1, i-1, pij:O atrimenti

continuo {X(t) [tI T}
matrice delle velocita di transizione

Q = [aij] ijl N tridiagonale
Qii+1= | tasso di nascita nello stato |
dii-1=Mm tasso di morte nello stato i
dii=-(l i+m) N

qij=0 s fi-j>1

diagramma degli stati

I0 I1 @ | k-1 | Kk .
My M My mk+1

 processo di nascita e morte : soluzione stazionaria

 probabilita stazionaria di stato
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p=[p0 p1 p2..]
pQ=0

* p1 =po(l o/ m)
p2 =p1(l1/mp)=p0 (I ol 1)/ (m np)

pi =pi-1(i-1/m)=po (1 g...1j-1)/(ML... m)

con p1iT=1

ip1|j
pi:poj'zon‘}_i_l
{S P }1
1=0 j=0 J

 NOTA: esiste la soluzione stazionaria solo se p0>0

» Condizione Sufficiente per la stazionarieta

$ko| " k>kpo | kK < Nk
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 processo di nascita e morte : soluzione transiente

distribuzione di probabilitadi stato p(t) al tempo t>0
p(t) =[ po(t) pa(t) p2(t) ...]

sistemadi equazioni differenziali

dpj()/dt =1-1 pj-1(t) + M+1pj+1(1) - (I j+m)pj(t) 1>0
d po(t)/at = mp1(t) - I opo(t)

la cui soluzione s ottiene assumendo una distribuzione
di probabilitadi stato iniziale p(0)

 caso particolare: processo di pura nascita

| =120
m=0" |

con sistemainizia mente vuoto
po(0) =1 pj(0)=0 " i>0

pi(h= el taotsitizo, 0

processo di Poisson  parametro| t
mediae varianza= 1t
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* caso particolare : tasso di nascita e di morte costante

li=1i30
m=p %1

e condizione di stazionarieta: | <m

» soluzione stazionaria

posto _ r=1/m
po=[Sjri] -1=1r
pi =po(I/m
p| :(1_r)r| 130

distribuzione geometrica di parametror
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e gstemaM/M/1

| —> @—>

tasso di arrivo |
tasso di servizio U

processo di arrivo di Poisson (1)

tempo di interarrivo esponenziae (| )

tempo di servizio esponenziale (M) E[ts] = 1/u
singolo servente

stato: numero di utenti nel sistema(q)
processo di nascita e morte con tassi costanti | e

Condizione di stazionarieta del sistema: | <p
r=1/m
Prob{q=i} =pi =(1-r)rl
Ela] =pi =r /(1-r)
Var[g] =r / (1-r)2

dacui
E[w] = E[q] - E[s]=E[q] -1 =12/ (L)
Eltw] = (LW r /(1)

Eftg] =1/ (1- 1)

X=
U=1-po=r
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E[q] =

p——— 177
00 02 04 06 08 10 12 14 r

numero medio di utenti in un sistema M/M/1 in funzione
dell'intensita di trafficor

Elt a

o+
0.0 02 04 06 08 10 12 14

tempo medio di risposta in un sistema M/M/1 in funzione
dell'intensita di trafficor

 Moddlli basilari di code : sistemaM/M/m
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processo di arrivo di Poisson, (I )
tempo di servizio esponenziale (L)

E[ts] = 1/ per ogni servente
m3 1 serventi identici

stato del sistema: g

soluzione del processo di nascita-morte associato
| =130
m=min{im} p 31

Condizione di stazionarieta: | <mu

Intensita del traffico r =1 /mp A
Soluzione stazionaria: px = Prob {q =k} kI N

Pk = Po (Mr)K/k! 1£kEm
Pk = Po MMr K/m! k>m

E[g] =mr +pmr/(1-r)2
dacui
E[W] =pmr/(1-r)2

Eltw] =Pm/ ((1-1)2 W)

Eltg] =pm/(Mu(1-1)2) +1/p
X =]
U=r
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 Moddlli basilari di code: sistema M/M/¥

processo di arrivo di Poisson, (I )
tempo di servizio esponenziale (L)

E[ts] = 1/ per ogni servente
infiniti serventi identici : non esiste coda

stato del sistema: q
processo di nascita-morte
| =130

m=ig i3l
sistema certamente stabile

Intensitadel traffico r =1 /p )
Soluzione stazionaria: px = Prob {q =k} KI' N
pk=e T rk/k k30
distribuzione di Poisson (r)

dacui
E[q] =r
E[tg] =1/
E[w] = E[ty] =0
X =1
U=r
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 Moddli basilari di coda: sistemaM/G/1

processo di arrivo di Poisson, (I )
tempo di servizio generale

E[ts] = 1/utempo medio di servizio
singolo servente

teorema di Khintchine-Pollaczek
applicabile per qualsias disciplina di coda indipendente
dal tempo di servizio

r2(1+ CB)
2(1-r1)

E[q] = r +

dove Cg = (Var[td) V2 / E[tg]
dacui
E[q] = I E[td + E[w]

E[tg] ed E[ty] dal teorema di Little dove X=I, in

condizioni di stabilita

* E[d], E[w], E[tg] ed E[tw] 1 T
L Cp

e cas particolari:
G=D Var[td=0 Cg=0 E[q]=r +r2/2(1-r)
G=M Var[td=E[td2Cg=1 FE[q]=r/(1-r)
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o Caso particolare: sistema M/G/1 con disciplina PS
(Processor Sharing)

tutti gli utenti ricevono servizio contemporaneamente in
ugual proporzione

k utenti nel sistema : ognuno riceve il servizio con
velocita wk

soluzione stazionaria come nel sistema M/M/1 con gli
stessi parametri medi di arrivo e servizio
| tasso di arrivo
E[ts] = 1/u
pk=rK@-r) k30
E[q =r/(1-r)
Eltq] =1/ (u- 1)
X =l
U=r
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