Interpretazione astratta
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Astrazione = selezionare una (delle varie) proprieta’

Interpretazione astratta
e Una tecnica utilizzata da quasi 30 anni per trattare in modo sistematico astrazioni e
approssimazioni
e Nata per descrivere analisi statiche di programmi imperativi e provarne la correttezza
e Sviluppata soprattutto su linguaggi dichiarativi (logici e funzionali)
e Vista oggi come tecnica generale per ragionare su semantiche a diversi livelli di astrazione
e Applicata con successo a sistemi distribuiti per verifica di programmi (correttezza-sicurezza)

Idea generale
e Il punto di partenza e’ la semantica concreta
0 Una funzione che assegna significati ai comandi di un programma in un dominio fissato
di comunicazione

e Sidetermina un dominio astratto che modella alcune proprieta’ delle computazioni concrete
tralasciando la rimanente informazione

e Sideriva una semantica astratta che permetta di eseguire il programma sul dominio astratto per
calcolare la proprieta’ che il dominio astratto modella

e Applicando un algoritmo di punto fisso sara’ quindi possibile calcolare staticamente una
approssimazione corretta della semantica concreta

Esempio di semantica
e Consideriamo un linguaggio molto limitato che permette di operare su moltiplicazioni di interi
o Q="790zQ

Semantica concreta
e lLa semantica concreta di questo linguaggio si puo’ descrivere mediante una funzione * definita

come:
o ' DANO W
‘R =0
O 13

Q2 = Q<" Q



Semantica astratta

e Possiamo considerare una astrazione della semantica concreta (semantica astratta) che calcola
solo il segno delle espressioni

o ,Dano +, 0 —
+ i 0 x |+ O
o , 0= 0 if'o 0
0 0 0olo o0 o0
o ,Q:Q =, Q %,(Q) 0+

0 dove X e’ 'operazione astratta che calcola il segno del prodotto

Correttezza

e Possiamo dimostrare che questa astrazione e’ corretta, ovvero che predice correttamente il
segno delle operazioni

e Ladimostrazione e’ per induzione strutturale sull’espressione Qe utilizza le proprieta’ della
moltiplicazione tra interi (il prodotto di due positivi e’ positivo, etc.).

Q>0 ¥ , Q=+
Q=0 ¥ ,Q=0
Q<0 ¥ , Q=

of £ 00 ‘B ad d oo

Concretizzazione

e Possiamo associare ad ogni valore astratto I'insieme dei valori che esso rappresenta:

rD+0 O 71 (x)

+ W 0
0 = 0
W& 0

—_ —

e Lafunzione di concretizzazione[ mappa un valore astratto in un insieme di valori concreti

e Indichiamo con™ il dominio concretoe ' il dominio astratto

e Data una espressione ‘Q il suo valore calcolato rispetto alla semantica concreta ‘ , deve
appartenere all'insieme dei valori nella concretizzazione[ della semantica astratta ,, :

CQNT L 'Q 1'Qt lasemantica ecorretta

e Cio’ significa che il valore concreto deve essere approssimato dal valore astratto

%OOAT OEIT 1T A AdséniantiéaJdggivtgidmo TOP)

e Aggiungiamo |'operatore unario di cambiamento di segno e I'operatore di somma:



” lQ = - ” ‘Q

e Aggiungere |'addizione e’ piu’ complesso in quanto il domino astratto non e’ chiuso rispetto a
guesta operazione

1 Q+Q
. Q+Q

©Q +(Q)

” 'Q + ” (‘Q)

e Per poter definire I'operatore di somma nel dominio astratto (+), dobbiamo estendere il
dominio astratto con un nuovo valore Utale che] U = {'(DQ u}

+ | + 0 U
+ + + U U
o+ O U

Y Y
vly v uy u

e Avendo aggiunto un elemento al dominio astratto, e’ necessario ridefinire le operazioni astratte
viste precedentemente:

x | + 0 U
+ |+ 0 U
0 0O 0 O 0
0 + U
yjy o U Uy
— 1 + 0 U
0 + U
Esempi
C1+2+ 3 = 0
., 1+2+ 3 = +++ + —+ =U
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Altra estensione AAT 1 6 AOAT PET AE OAI AT OEAA j ACCEOIT C
e Se volessimo aggiungere la divisione intera con resto, incontreremmo problemi nel caso di
divisione per 0

e Se dividiamo gli interi di un qualche insieme non vuoto per 0 otteniamo I'insieme vuoto,
rappresentato con U

e [ U=n
= |+ 0 U 0]
+ 1+ 0 uluv
oy v v uyuy
o + Uy
viyv o0 U Uy
vyily U U uyjluy

e Dovremmo anche estendere le altre operazioni (di nuovo) ma lo facciamo piu’ semplicemente
elencando le aggiunte alle tabelle:
o U+w=U
o Uxw=U
o U=

e

Dominio astratto

e Il dominio astratto e’ un reticolo completo

O Oul 0PT(G

e L’ordine parziale e’ coerente con la funzione di concretizzazione + 0 =

Piu’ siamo in giu’ nel reticolo, maggiore e’ la precisione
e Ogni sottoinsieme ha un lub e un glb (reticolo completo!)

La funzione di astrazione
e Alla funzione di concretizzazione[ corrisponde una funzione di astrazione|
e lafunzione| mappa insiemi di valori concreti nel piu’ piccolo valore astratto che li rappresenta
tutti
e Rispetto al nostro tiny language
o | Dryo'



o | 172230 =S(+0)=U

o | Y=S8 DIQ "Yx 0 , +DVQ "YQ> 0, 0DVQ Y& 0

se ci sono negativi  + se ci sono positivi Osece'lo0

Definizione generale di interpretazione astratta

Una interpretazione astratta consiste in:
.. ! .. "
1. Un dominio astratto” e un dominio concreto
L. . . . . . . .. .
2. ldomini® [ devono essere reticoli completi, tali che I'ordine riflette la precisione (piu’

piccolo = piu’ preciso)

3. Funzioni di concretizzazione[ e diastrazione| monotone, che formino una inserzione di

Galois
a. Es:se hodue valori astratti, il piu’ grande deve approssimare piu’ valori

4. Una funzione che astrae correttamente la semantica (definire una versione astratta di tutte

le operazioni sul dominio concreto)
Inserzione di Galois

la migliore
| . approssimazione
elemento i G i ‘
e di wcontiene
NGO S . 0P T
o 1 o, 0,
I N - . = | I
elemento non posso
astratto approssimare

meglio di cosi®

Operazioni astratte

Ipotizziamo di avere una funzione Q1 (" ) © T (" ) e divolere costruire la corrispondente
funzione "d nel dominio astratto, @ D' © '

Vogliamo che "( sia il modo ottimale per rappresentare "Onel dominio astratto, ossia

“ﬁ - Z\ "Qr

Se dimostriamo che la relazione e’ rispettata, o al piu’ "} sovra-astrae, allora possiamo non
andare mai nei valori concreti (computazionalmente pesante) pur avendo le operazioni astratte

desiderate.

Astrazioni come chiusure

Il dominio astratto puo’ essere ottenuto dividendo il dominio concreto in sottoinsiemi non
disgiunti (g

La funzione di astrazione cerca di mappare un sottoinsieme arbitrario del dominio nel piu’
piccolo Gcche lo contiene.



Astrazione e concretizzazione

Per la correttezza del nostro sistema di astrazione e concretizzazione

Correttezza

o . A
deve essere vero il diagramma qui a destra = <
Le due equazioni seguenti sono equivalenti Exp Ve

O
valore insieme de valori HE?2
concreto chel espressione
di una ' iai
espressione ha seconddlnanahs_l_
34222=7 astratta, (ad es ‘Qpositivo &
‘ IQ N r ” IQ
. Q 0 Q
analisi astrazione ideale nel
astratta reticolo del dominio
diQ astratto del valore
(>0,<0,=0) concreto della

espressione’Q

Per la correttezza dell’analisi sono sufficienti le seguenti condizioni

| ,/ formano un’inserzione di Galois (sia @= identita'):

A @@= z[ ossia se concretizzo un valore astratto e poi lo astraggo nuovamente

ottengo il valore astratto di partenza:| | @&%* 0| "MP>0 OR x

A @ T z| ossiase astraggo un valore concreto e poi concretizzo questo valore

astratto, ottengo tutti i valori originali, ma poiche’| e’ una approssimazione,
potrebbero comparire nuovi elementi “spuri”:[ | 12 O a3 &©
{123,8}

O | .,J sonomonotone:Ga P G + | G | G ;60 Gt [ & Pr &
le operazioni astratte €1 sono corrette localmente

A énr iy .8, (ig) Pr €Mi,,8,i; ossiaseeseguo una operazione

astratta sui valori astrattii 1,8 ,i; allora la concretizzazione di questa
operazione mi da’ un sovrainsieme degli elementi che avrei ottenuto eseguendo
I’operazione concreta su tutte le concretizzazioni dei valori astratti di partenza
la condizione di correttezza locale garantisce che €1 sia un’approssimazione
corretta di €n

per ogni operazione concreta c’e’ sempre una operazione astratta corretta,
ossia quella che restitusce sempre I’'elemento massimo del dominio astratto
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Prova di correttezza
e Proviamo per induzione sulla struttura diQche* QN7 | Q

Te= 0 defdi *
N "Q
O Casobase: Pril Q inserzione di Galois
= 1, Q defdi, perche, Q= o)
' Q&g = L Qe (Q) defdi *
. . NT L, Qoenr , Q per ip.induttiva
0 Passoinduttive: P 1 ,QE&n,Q correttezza locale
= [, QENQ defdi,

Definzione alternativa
e Possiamo anche definire la correttezza usando I'astrazione al posto della concretizzazione:

caNT L, Qe 1 Q . Q

e Ossia che le due affermazioni sono equivalenti:

o QN1 Q chelaconcretizzazione dell'interpretazione astratta e’ un sovrainsieme
dell’interpretazione concreta
o] ‘Q . Qche le operazioni astratte , sono una approssimazione per eccesso

dell’astrazione vera e propria del risultato concreto

o
- Q N r, Q ipotesi
£ Q =] r, Q
I Q I T, Q monotonia
I Q . Q | 2 ="Q@
o ih
| Q ., Q ipotesi
rl o Q P r , Q monotonia
£ Q =] [, Q Q@ Tz

) N, Q



Estensione al nostro tiny language: input
e Aggiungiamo input tramite la presenza di variabili libere nelle espressioni:

="gr® 980

e La firma della funzione semantica diventa ‘ :' Qw) © "®0° "®0(le espressioni hanno una sola
variabile!)

e Un modo per scrivere questa funzione e’ pensarla come un insieme di funzioni ' ®0° "®0
indicizzate con espressioni

0 = Q
"Qzék Q f "q_ QZ"Q Q

. . G~ LY 1 1 . . . .
e Lasemantica astratta e’ data dalla funzione ,, :' Q) © ° © ° | in quanto alla variabile passiamo
un valore astratto (es: ,, gr3( ))
e Come per la semantica concreta possiamo indicizzare ,,

oQ = o)
) ’Q = 'Q
narg Q= .q Q7. Q
8 = 8
dove | Q

e Dobbiamo generalizzare le condizioni di correttezza
e Le seguenti condizioni sono equivalenti:

A %. A
1 O N ) e, &=
f? Q Q ' [ .ol Q > -
Q P- [ 2,03
JELP T
@ ° 2° - ft e pb

e lacorrettezza locale la possiamo anche esprimere mediante la seguente regola:
éh r n‘Q 7Q !8 ,r n‘Q 7Q Pr -é_ﬁ n'g "-Q18 !n'Q "-Q

4 A1 OAI Ad T A A OOAOOAUUA 11T AAT A Ad OOAEEEAEAT O
‘O ONT Lo Q

e Per induzione sull’espressione
e Casibase:

¢ 0 'Q

1
Sl'e)



oRel

= |" n(b'Q

e Passo induttivo:

‘ehasq Q = €N ‘q Q8. q Q definizione di*
N ér“] r H‘Q .’-Q 18 1r ” 'Q 7Q Ip-lnduttiva
P [ &N .q Q8,.q Q correttezza locale
= [ weqnqsgq Q definizione di,

Estensione al nostro tiny language: comando condizionale
Q= E~ 0= Q5 Q0T E

Semantica concreta

Q=g Q
Q ‘0

. ‘q Q MWq "
‘ma=gom e 2T g oy,
Q Q
e Semantica astratta

SO =0 o gaing Q= wo QS .q(R

e Sipuo’ fare di meglio se abbiamo informazioni che ci permettono di verificare I'uguaglianza tra
‘Q ed'Q, macio’ e’ raro e in generale ci aspettiamo di “percorrere contemporaneamente” i due
rami dell"(@perdendo inevitabilmente precisione

e Il motivo per cui imponiamo che il dominio sia un reticolo e’ perche’ cosi’ abbiamo la garanzia
dell’esistenza del lub (S)

P

DWeE35aE 7aiQ8 T = .7t S,gt =+

Correttezza del comando condizionale
e Assumiamo che sia vera la condizione dell"{@ ovvero che si entri nel primo ramo (I'altro caso e’
lasciato come esercizio per il docente J ...si dimostra analogamente)

‘g QN [ g Q ip.induttiva
P [ .q QSI .q 0
P [ g QS.q Q monotonia dif eS

[ Q=0 50 Qaiog "Q  per def. della semabstr.dell"tD



Estensione al nostro tiny language: ricorsione
e Aggiungiamo funzioni ricorsive (in una sola variabile per semplicita’) che possono essere
0 Dichiarate
0 Chiamate

Ai£°Q6B d= def' Qo= Q
Qd= £~ Q0

Semantica delle funzioni ricorsive

e Lafunzione semantica che abbiamo considerato finora e’ del tipo ' : Qi) © "®0° "©Q,

U se ce
divisione
per0

e Lageneralizziamo per tenere conto delle chiamate di funzione

‘EQI O B00 B, © B30 B,
.Q o, 3

Q Q
‘ 2o “Q 1'Q — “Q‘ %.‘Q TQ
‘ 8})3 "0 'rQ - 'rQ
‘T 20 = 'EQ0+'E Q0

0 Esempioincui" Qo™ w+ 2
For R4 = WE, QA
w1l wtl
= VEQ4+F04
= Q4+ 1

= "Q5
= 7

e Consideriamo una funzione def" (= Q
e Definiamo una catena ascendente "Q,"@ 8 in ‘®0° "©Q, dove

A

I oc 1l

e definiamo‘ o= A'Q
Q

Esempio:
e Siadef'Q= M= 00AE 1 QA QQw 1)



90 = ulQ

QRQ = ‘Tmirosad 1Gi000 1 @ Q
L FeTQ = 1 se'x 0
poal @ Q= R'51 e Q altrimenti
= ‘ = R'EQQ QER W
I’I’ — .‘@ "Q .‘@ 1
, - Uy
w = u
QR0 = ' TirosaE 1000 1 2 Q
. PR = 1 sex 0
oo 2 Q0 = R T, N altrimenti
L _ Q'R = Q0 =1 sew=1l,0ssial'§FQR Q= 0]
] QR0 = 0] altrimenti , ossia’Q 0
e Ricapitolando:
‘ Q = "%
Q0

Semantica astratta
e Dobbiamo estendere la definizione della semantica astratta ,,
e Richiediamo che tutte le funzioni siano monotone

Ry ! ! ! !
, 20 © o] o] o]
versione valore
astratta astratto

della™@ dell #nput

., ’gg E\Q(T,Q nQ ., -%"Q TIQ
., % uQ (;Q FQ

” '%+ Q "Q (‘_’Q ; ” g “Q ‘_’QI ” Sal? "Q('_'Q

e Consideriamo una funzione def"Q= Q

.. N L0 1
e Definiamo una catena ascendente '@, @8 in~ O ° dove

Q = _ay
8

I~ e~
%1 - »Q %

e definiamo,o= A'Q

Q
Correttezza
e Elementi corrispondenti nelle due catene sono nella giusta relazione £() £()

(/)

AN / fo(y)




IoaNr Q0 4 "GPN 7 'QQ e catene convergono
00 00

-

RN [ R0 monotonia dif
00 Q0

t QN L0 Q per definizione

Esempio

Consideriamo la funzione ricorsiva def Q= "= 0 6% 1 Qi Qwz "R 1)
Astrazione (Ifp=minimo punto fisso):

d@ , = 060E 1 A Qw? Qw 1

Semplificando

Fo =
d@ _Q ®.+S X Qo+ =
date"Qe .
Osserviamo che in questo caso I'astrazione non porta a nessuna informazione e
utile (a causa della presenza di U) *
. - F
Le catene ascendenti sono strettamente crescenti fino a che non convergono: :

-0 7B
- |0 ks
- 10 T
o B i
- 10 F
Rl 15

n@< n@< n@< n@: “Q: n@: E

...ma non e’ detto che considerando un singolo valore la catena ascendente concreta sia
strettamente crescente:

R+ <TQE =R <RH) = YN = E

Riassunto e conclusioni

Applicare le tecniche di Interpretazione Astratta significa
0 Definire semantica concreta e astratta del programma: domini e operazioni
0 Applicare un algoritmo di punto fisso
Analisi statica = reticoli + funzioni monotone
E’ una teoria unificante: le tecniche di dataflow e model checking si possono esprimere in
termini di Interpretazione Astratta




